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S u m m a r y: Simlllt<tncolls bending and buckling of li/ulti-scctional straight beams leith 
constant sectioll-coejjicienls is exactly handlcd by me<tlls oj matrice-calculalion; Ihe special case 
of pure buckling is included in Ihis method 100 . 
. Übersicht: Das Problem der Knickbiegung gerader mehrfeldriger Balken mit feld-
welse konstanten Kenngrößen ,,-ird in einer auf die Progran~!1üerung elektronisch pr digi-
tale.r Rechenanlagen zugeschnittenen Form mit Hilfe "on ebertragungsmatrizen exakt 
gelost; als Sonderfall wird auch das reine Knicken mit behandplt. 
1. Einlrituug 
Zur Berechnung der Kraft- und Deformationsgrößen mehrfeldriger ,stäbe, 
Balken und Rahmen wurden vor einigen Jahren Verfahren entwickelt [1 bis 
12,14], die auf folgendem Grundgedanken beruhen: Ausgehend von einem 
Anfangspunkt 0 reduziert man die Kraft- und Deformationsgrößen sowie alle 
eingeprägten Belastungen in einen beliebigen Schnittpunkt S des zu berechnen-
den Gebildes und erhält so einen Zusammenhang zwischen diesen Größen in 
o und 8. Faßt man Kraft- und Deformationsgrößen zu einem Zustandsn>ktol' 1) 
zusammen, so läßt sich der Zusammenhang einfach als }Iatrizcngleichung 
angehen: 
\)8 = r:p . \)1) (l.l ) 
Hierbei ist cp eine Matrix. deren Ordnung m normalerweise gleich der 
Ordnung der Differentialgleichung ist. die das Problem beschreibt: Bei Biege-
beanspruchung (Gewöhnliche Biegung, Biegeschwingungen. Knicken und 
~nickbiegung) ist m = 4, bei Längsbeanspruchullg (Längsdehnung unu Tor-
SIOn im statischen und dynamischen :Fall) ist m = 2. Die im Yektor \)0 zu-
sammengefaßten m Konst~nten lassen sich gerade an>< den m Randhedingungen 
bestimmen, so daß dann bei bekannter :Matrix .1) an allen ~ehnitten S dPl' 
gesuchte Zustandsvektor berechnet werden kann. 
In der vorliegenden Arbeit soll dieses sogenannte Reduktions- oder t'lwr-
tragungsverfahren auf die Knickbiegung des n-feldrigen geradell Balkens mit 
feldweise konstanten Kennwerten angewendet werden. wobei dip Hauptauf-
gabe in der Ermittlung der Matrix cp liegen wird. Im Anschluß dm'an werdcn 
einige Ergebnisse erläutert. die nach diesem Yerfahren mit Hilfe des digitalen 
ReChenautomaten Z22 gewonnen wurden. 
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2. Die Leitmatrix 
2.1 Allgemeines 
~Wir treffen zunächst folgende Vereinbarungen für den Balken: \Vaagerechte 
Lasten dürfen nur als Einzelkräfte Pi angreifen, da der Verlauf der Horizontal. 
kraft i-I 
H j = L P v (2.1) 
v=o 
ebenso wie die Biegesteifigkeit E I i feldweise konstant sein soll. Bei der Auf· 
stellung der Grundgleichungen wird die Bedingung benötigt, daß die vertikale 
Belastung q(x) feldweise stetig sein soll; wir werden uns später wieder davon 
trennen. Feldgrenzen sind demnach diejenigen Stellen des Balkens, an denen 
sich die Kenngrößen Hi oder EI j oder die Belastungsfunktion q(x) ändern, an 
denen eingeprägte Vertikalkräfte K i oder Einzel(biege)momente J.l1i angreifen 
oder an denen sich starre oder elastische Stützen befinden. Im übrigen sollen 
die in der gewöhnlichen Balkenbiegetheorie ü blichen Voraussetzungen gelten; 
insbesondere sei die Balkenneigung Cf! RO klein, daß tg Cf! = Cf! = sin Cf! gesetzt 
werden kann. 
Als Zustandsgrößen werden die Durchbiegung w, die Balkenneigung Cf!, das 
Biegemoment ;'Y[ und die Querkraft Q eingeführt. so daß der Zm;tandsvektor \) 
die Form hat: w w 1 
Cf! -w' I 
t) = l1I EIw" J 
Q EIw'" 
(2.2) 
Dabei ist zu beachten, daß im Fall der Knickbiegung zwischen Querkraft Q 
und Vertikalkraft V ebenso wie zwischen Horizontalkraft Hund Längskraft L 
wohl unterschieden werden muß, da das Kräftegleichgewicht bei der Knick· 
biegung am verformten Balkenelement aufgestellt wird und so z. B. die Hori· 
zontalkraft H nach Abb. 1 einen Anteil an der senkrecht zur Balkenachse 
gerichteten Querkraft hat: 
Q=V+HCf! (2.3) 
~'M x,H Q w,v 
v 
'-t-----,;~ 
Abh. 1. Yorzeichenfc.tsetzung und Schnittkräfte 
2.2 Die (;rundgll'ichungen 
Die Differentialgleichung des ProblemR lautet unter 
setzungen für ein Feld der Nummer i: 
den obigen Voraus-
I • "" (, ) + 2 ." () q (x) I i X E i 11 i X = -~ - ~~ ~~~ 
EIt 
(2.4) 
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mit 
(:2.1)) 
wobei die Koordinate x von der linken Grenze des Feldes aus gezählt werden 
soll. Die allgemeine Lösung von (2.4) ist: 
lCi (x) = D 1 + D 2 .1'+ D 3 sin Ei x + D 4 eos Ei x +U.i (x) (2.6) 
mit Wi (x) als Partikularlösung. Die mechanisch wenig sinnvollen Integrations-
konstanten D k werden ersetzt durch die Kraft- und D3formationsgrößen an 
der Stelle x = 0, so daß sich die Lösungsfunktion mit ihren Ableitungen 
folgendermaßen schreiben läßt: 
Wi(:r)-Wi(X) 
U';' (x) - U';' (.1') 
1 
1 :c 2(1-cosE,x) 
Ei 
o 1 
o o 
o o 
-sinEiX 
Ei 
COS Ei X 
- Ei sinEi x 
1 
E 3 (Eix-sinEi x ) 
, 
1 
-.- (1- COS Ei x) 
Ei 
1 . 
-SlllEiX 
Ei 
COS Ei X 
(2.7) 
Die Partikularlösung ist abhängig von der Funktion q (x). Wir beschränken 
uns hier auf den Fall konstanter Streckenlast q (x) = q; andere Belastungs-
funktionen bieten dann keine grundsätzlich neuen Schwierigkeiten. In diesem 
Fall lautet die Partikularlösung: 
qx2 
- ( ) (:'.,0) IC x = 2H ~ 0 
Wenn wir (2.8) in (2.7) einsetzen und gleichzeitig (2.2) benutzen, erhalten wir 
Gleichungen zwischen den Komponenten der Zustandsvektoren ~i (x) und 
t)i (0), die zweckmäßi"erweise durch eine "1" auf fünf Komponenten erweitert 
werden: 0 (2.n) 
_IU'i(O) 'Fi(O) 
U'i(X) = 
(Pi (x) = o 
o 
o 
o 
-x 
o 
o 
o 
1 
--(1-- COSEX) 
EiE2 
1 . 
---SlnEX Eh 
CJS E X 
-- E sin e x 
o 
Qi(O) 
1 ') 
--(f"'- SlllEX 
EI F3 
1 
-- --(l--eoSF:r) 
EI e2 
1 . 
- SIll EX 
E 
eos E X 
o 
I 
q . qx2 1 
-- E h4 ( 1 ('0.' u') -e- -In' 
i}? sinEX -~; 11 
. 'i cos f' x --'- 'i 
Er!' I E2 
!!. sin f x 
E I. 
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Setzen wir hier x = l, so bekommen wir den Zusammenhang zwischen den 
Vektoren \)i (0) am linken und \)i (1) am rechten Ende des Felde, i. In Matrizen-
form lautet diese Gleichung: 
mit der Feldmatrix 
0 
~i~ 0 0 
0 0 
0 0 
wobei 
gesetzt wurde. 
t)i (1) = 'Ji • \)i (0) (2.10) 
1 
H (I-COH;') 
i' 
- HZ siny 
eo~ y 
i' 
- ZRini' 
0 
qZ2 ( (2) 
Hi' (y - sin y) "- Hy2 ,I-co,;;) -:2 
1 qZ . 
- H (1- cosy) Hy (smy - y) 
l . qZ" (2.11) 
- sm y - 2 (cos Y -- 1) 
" 
,). 
I' 
Y Y 
q 1 . 
cos Y Y Sill )' 
o 1 
(:U2) 
2.3 Die fbergallgshedillgullgell 
Es muß nun untersucht werden, wie sich der Zustandsvektor beim Übergang 
über eine Feldgrenze ändert. Nach Abb. 2 hängen die Kraftgrößen unmittelbar 
links und rechts einer Feldgrenze folgendermaßen zusammen: 
JI'i.L 1 (0) = ~tli (1) - Ci rpi + 1I1i 
Qi+l (0) = Qi (1) - Ci lI'i + H i Cfi + K j (2.13) 
~ W.KJ\Q -,-
Feld i Feld i+1 
~-\ bb. 2. Kriiftt, und )Ioli"wnte an df'l' }'eldgrenzf' i 
Hierbei ist Ci die Federkonstante der Drehfeder und Ci die der senkrechten 
Zug-Druckfeder. 
Diese Gleichungen lassen sich einfach in die Feldmatrix tJi einfügen; es 
entsteht dann eine rechteckige .,Leitmatrix" 12i und die Matrizenmultiplikation 
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ist "verschränkt" oder "über-
lappend"*) auszuführen, d. h. die 
beiden ersten Komponenten von 
l)i+1 (0) werden als 6. und 7. Kom-
ponente des Vektors l)i (0) wie neben-
stehend aufgefaßt: 
Da der Vektor \)i + 1 (0) zur Feld-
grenze i gehört, schreiben wir kurz 
l)i+l (0) == l)i, us\\'o Der Zusammen-
hang zwischen den Zustandsgrößen 
am linken Ende des Feldes i und am 
linken Ende des Feldes i + 1 wird 
somit durch die Leitmatrix l:?i ver-
mittelt: 
\)i = l:?i l)i-1 (2.15) 
Entsprechend gilt für das nächste 
Feld: 
\)i+1 = l:?i+1 \)i (2.16) 
Beide Gleichungen ergeben dann 
zusammengefaßt: 
\)i+1 = l:?i+1 l:?i . \)i-1 (2.17) 
Beginnen wir diese Rechnung mit 
dem Anfangsvektor l)o, so berechnet 
sich der Vektor \)i nach der Glei-
chung: 
\1i = l:?i • l:?i-1 ... 122 .121 ' \)0 (2.18) 
Hiermit haben wir den gesuchten 
Zusammenhang (1.1) gefunden. 
2.4 Die Lastgrößen 
Wie wir in (3.1) gesehen haben, 
kann man eingeprägte Vertikal-
kräfte K j und Biegemomente Mj 
~ur durch die Übergangsbedingung 
In die Rechnung hineinbringen, d. h. 
man muß alle Kraft- und Momenten-
angriffsstellen zu Feldgrenzen 
machen. Um aber den Rechenauf-
Wand möglichst niedrig zu halten, 
~erden 'wir uns jetzt durch eine kleine 
u berlegung von dieser Bedingung 
------
*) siehe Zurmühl [1], S. 392. 
6 Wissenschaft!. Abhand!. XII, 1960 
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befreien. Betrachtet man beispielsweise ein Feld der Länge l, das nur aus dem 
Grund in zwei Felder der Länge bund a unterteilt werden muß, weil in seinem 
Innern ein Biegemoment Mangreift (Abb. 3), so kann der Zustandsvektor ~i 
über den Zwischenvektor 'l)tl aus 'I) i _ 1 berechnet werden entsprechend der 
~i.' 
---- b ------a--
1------
Abb.3. Herleitung der Lastgrößen 
Vorschrift (3.5). Wenn wir y2 = Hl2/EI definieren, wird die erste Leitmatrix ~* 
mit der Kennzahl y* = V Hb2/EI = by/l gebildet und damit der Vektor ~*i-1 
berechnet. Dann wird daraus mit der Matrix ~** (gebildet mit der Kennzahl 
y** = VHa2/EI =ay/l) der Vektor 'l)i gewonnen: 
1 -b 
o 1 
o 0 
o 0 
o 0 
~** 
1 -a 
o 1 
o 0 
o 0 
o 0 
~ (1 - cosbr) 
y . by 
-HlslllT 
by 
cosT 
y . by 
-1 slll T 
o 
1 ( ay) H l-cos T 
y . ay 
-HlslllT 
ay 
cosT 
y . ay 
-TslllT 
o 
(2.19) 
_l_ (b Y _ sin by) 
Hy l l 
- ~(l-COS bn 
010 0 
010 0 
Mloo 
010 0 
1 1 0 0 
l . by 
ySllly 
by 
cosT 
o 
_l_(a y _ sin a y) 0 I 
Hy. l Z o 0 
- ~ (1- cos an 
Z . ay 
-Sln-
y Z 
ay 
cosT 
o 
01 
01 
01 
o 0 
o 0 
o 0 
11 0 0 
Wi (0) 
rpi (0) 
Mi(O) = 'l)i-1 
Qi (0) 
1 
f· .. 
= 'l)t-1 
... +M 
1 
{ _ a
y } 
... + Mcos-Z-
{ My . a
y} 
... --Z- slllT 
1 
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Man erkennt nun, daß man denselben Vektor t); erhält, wenn man auf die 
Berechnung des Zwischen vektors ganz verzichtet und 1);-1 gleich mit der für die 
gesamte Länge 1 gebildeten Matrix r; multipliziert. Den Einfluß des Biege-
moments berücksichtigt man dann, indem man die in { ... } stehenden Aus-
drücke zur 5. Spalte der Leitmatrix hinzufügt. Diese Ausdrücke werden "Last-
größen" genannt und zur Abkürzung mit w, ~, Mund Q bezeichnet. Entspre-
chende Ausdrücke für im Innern des Feldes angreifende vertikale Einzelkräfte 
oder nur in einem Teil des Feldes angreifende konstante Streckenlasten werden 
genauso ermittelt. Die Matrix ri hat damit die endgültige Form: 
1 -l 1 H (1- cosy) 
o 1 y . 
- HZ smy 
o 0 cosy 
o 0 y . 
- ysm y 
o o o 
_l_ (y _ sin y) 
Hy 
I 
- H(l- cosy) 
1 . 
-smy 
y 
cosy 
o 
w I 0 0 
er I 0 0 
51 I 0 -0 
Q I-c p 
1 o 0 
(2.20) 
Die zugehörigen Lastgrößen findet man in Tabelle I vor. 
-a-
IV = : (I - cos ~Y) 
~ _ My. ay 
'P--H1slll T 
M= Mcos ay I 
Q=-MYsin ay 
I I 
Tabelle 1: Lastgrößen 
-a-
_ Kl ('a y . ay)' 
w-- --sm-
- Hy I 1 
- K ( ay 1) er =7i cosT-
_ Kl. ay 
M=-ySlllT 
_ ay 
Q=KcosT 
q 1 1 I ! I 1 
__ a_ 
w __ qI2[.!..(1_COSaY)_~1 
- H y2 [, 2[2J 
_ ql('I. ay a)' 
er = HySlllT-T 
.~ = ql2 (1- cos ay ) y2 I , 
_ ql. a y 
Q=ySlllT 
(2.21) 
Man kann sich leicht davon überzeugen, daß die Vorschrift (2.20) zusammen 
mit (2.21) das gleiche Ergebnis liefert wie das Sche~a (2:19) .. Echt~ !~l~­
grenzen sind also nur noch solche Stellen, an denen SICh die Blegestelflgkelt 
oder die Horizontalkraft H ändert oder an denen sich feste oder elastische 
Stützen befinden. Falls in einem Feld mehrere Vertikalkräfte. Biegemomente 
oder Streckenlasten auftreten, addieren sich einfach die Lastgrößen. 
Ist der Horizontalkraftverlauf H j in einem Feld negativ, so wird der Wert Yi 
imaginär, und in (2.20) und (2.21) gehen die Kreisfunktionen in die entspre-
6-
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chenden Hyperbelfunktionen über, wobei bei einige~l Aus~lrücken auf ~ine 
Umkehr des Vorzeichens geachtet werden muß. Ist dIe Horlzolltalkraft ~~nes 
Feldes dagegen null, so gehen (2.20) und (2.21) in die bekannten Ausdrucke 
für den Fall der gewöhnlichen Biegung über [4]. 
3. Der Verlauf der Berechnung 
3.1 Die Randbedingungen 
Das Gleichungssystem (LI) lautete nach (2.18): 
\)i = ri ri-l ... r 2 r 1 \)0 = cP . \)0 (3.l) 
Wir brauchen also nur noch die vier Konstanten Wo' t:po' j~Io und Qo zu er· 
mitteln, um alle Zustandsvektoren \)i berechnen zu können. Zwei der Kon· 
stanten werden gleich aus den beiden Randbedingungen am linken Balkenende 
bestimmt. Da der Vektor \)0 den Zustand unmittelbar rechts vom Auflager 
beschreibt, treten die Reaktionen der Federn Co und Co sowie die Querkraft. 
komponente der waagerechten Einzelkraft Po in diesen Bedingungen mit auf: 
Feste Einspannung : 
Momentenstütze (gefedert): 
Festes Auflager (gefedert): 
Freies Ende (gefedert): 
Wo = eonst (=0) t:po = const (=:0) 1 
Qo = 0 t:po = con~t (~O) (3.2) 
Wo = const (=0) Mo = -Co t:po 
Qo = Pot:po -cowo }rIo = ~Oo t:po 
Aus rechentechnischen Gründen kann es von Vorteil sein, formal ein Feld 0 
von der Länge lo = 0 so einzuführen, daß sich das Auflager am linken Ende 
befindet, während die Federn Co und Co und die Horizontalkraft Po am rechten 
Ende dieses Feldes angreifen. Jetzt gelten nämlich für den neuen Anfangs· 
vektor \)-1 die einfachen Bedingungen: 
Feste Einspannung 10_ 1 = const(=O) t:p-l = const (= 0)1 
Momentenstütze (gefedert): Q-l = 0 t:p-l = const (= 0) (3.3) 
Festes Auflager (gefedert): 10_ 1 = const (= 0) M -1 = 0 
Freies Ende (gefedert): Q -1 = 0 M -1 = 0 
Die beiden letzten Spalten der Matrix ro sorgen dann dafür, daß die Feder· 
reaktionen und die Querkraftkomponente von P beim Übergang von Feld 0 
in Feld 1 in den Vektor \)0 aufgenommen werden.
o 
In jedem Fall enthält der Anfangsvektor noch zwei unbekannte Konstan· 
ten, die sogenannten Freiwerte, die wir allgemein mit A und B bezeichnen. 
Der Anfangsvektor wird dann an allen Leitmatrizen des n.feldrigen Balkens 
entla~g multipliziert, was nach (3.1) den Vektor \)n ergibt. Da dieser infolge 
der Vbergangsspalten von r n den Zustand rechts von der Angriffsstelle d~r ~edern Cn und Cn und der Horizontalkraft P n beschreibt, gelten für ihn die 
emfachen Randbedingungen (3.3), wenn man den Index -1 durch n ersetzt. 
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Daraus lassen sich die beiden Freiwerte bestimmen, womit wir dann ent-
sprechend der Vorschrift (3.1) alle Vektoren \)i berechnen können. 
Die Berechnung des Balkens mit Zwischenbedingungen (z. B. UJi = 0 an 
einer starren Stütze) braucht hier nicht näher erläutert zu werden, da sie schon 
ausführlich in [4] für den Fall der gewöhnlichen Biegung behandelt worden 
ist und in unserem Fall der Knickbiegung genauso verläuft. 
3.2 Die praktische Durchführung 
Die praktische Durchführung des Verfahrens soll an einem einfachen Bei-
spiel erläutert werden (Abb. 4): 
_a _ 
______ 11 ____ --iO_O--12-
Abb.4. Beispiel 1 
Gegebene Werte: 
Po = 2000 kg; 10 = 0 
PI = 2000 kg; Zl = 200 cm; EIl = 8.' 107 kgcmZ ; 
!:..J: = -4000kg; 12 = 100 cm; EIz = 16· 10
7 kgcm2 ; 
M = 50000 kgcm; a = 100 cm 
Daraus berechnet sich: 
H l = 2000kg; 
Co = 10 000 cmkg 
Cl = 100 kg/cm 
c2 = 25 kgJcm 
1 
!H [2 1 
Hz = 4000 kg; Y2 = I EZI
z
2 
="2 
Die Randbedingungen lauten nach (3.3) .für das ynke Balkenende UJ-: l = 0 
und M -1 = 0, so daß C{J-l und Q -1 die Frenve:te smd. Au~. rec~ent~chmsche~ 
Gründen teilt man den Anfangsvektor in je eme Spalte fur dIe belden Frel-
werte und eine homogene Spalte auf: 
W- 1 0 0 0 
0 
C{J-l 1 0 0 C{J-l 
\)-1= M_ 1 0 = C{J-l 0 +Q-l' 0 + 1· 0 (3.4) 
Q-l Q-l 0 1 0 
1 1 0 0 1 
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Zahlenschema zum Beispiel (Abb. 4) 
Anmerkung: Die Zahlen hinter den Schrägstrichen geben die Zehnerpotenzen an. 
0 0 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 --10000 
0 0 0 1 0 0 2000 
0 0 0 0 0 0 
1 -200 2,299(-4 1,585(-2 3,060 0 0 
0 -2,104(-6 -2,298(-4 -5,993(-2 0 0 
0 0 5,403(-1 1,683( 2 4,388( 4 0 0 
0 0 -4,207/-3 5,403(-1 -1,199/ 2 --100 2000 
0 0 0 0 0 0 
1 -100 3,060(-5 1,029/-3 0 0 0 
0 1 -5,993(-7 -3,060(-5 0 0 0 
0 0 8,776(-1 9,589( 1 0 0 0 
0 0 -2,397(-3 8,776/-1 0 - 2.'5 -4000 
0 0 0 0 0 0 
Die drei Spalten werden nun unabhängig voneinander nach (3.1) an allen 
Leitmatrizen entlanggeführt (siehe Zahlenschema). Mit den Randbedingungen 
für das rechte Balkenende erhalten wir aus dem (dreispaltigen) Vektor ~n 
ein Gleichungssystem 2. Ordnung für die beiden Freiwerte : 
-0,22794' 'f!-l -0,00028465· Q-l -0,069522 = 0 (3.5) 
21977,6· 'f!-l -1,6463 . Q-I -551,91 = 0 
mit der Lösung: t:p-I = 0,0064317; Q-I = - 249,38 kg 
Diese Zahlenwerte werden eingesetzt und ergeben in der vierten Spalte 
die gesuchten Zustandsgrößen an den Feldgrenzen. Als Kontrolle der Rech-
nung dient dann, daß sich der Balken im Gleichgewicht befinden muß: 
L 1'/ = Q-l -Cl WI -C2 W 2 = 0 (3.6) 
L_Mi(A) = -Co'f!o +M +Clwll1 + P1W1 +C2w2(ll +l2) + P 2W 2 +MB =0. 
Falls auch an Zwischenstellen die Kenntnis der Zustandsgrößen erwünscht 
ist, benutzt man nach der Berechnung der Freiwerte einfach statt der Leit-
matrizen (2.20) die Feldmatrizen (2.9). 
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('1'-1 ) (Q-1) (1) 
0 0 0 0 
0 0 0,006432 
0 0 0 0 =\)-1 
0 1 0 -249,38 
J 0 0 1 
0 0 0 0 
0 0 0,006432 
-10000 0 0 -64,32 =\)0 
2000 1 0 -236,518 
0 0 1 1 
-1,7093/ 2 1,5853/-2 3,6044 1 -1,9902 
5,6134/ -1 -2,2985/-4 -5,9928/-2 0,00100 
3,3119/ 5 1,6829/ 2 4,3879/ 
: j 4039,7 = \), 1,9305/ 4 -1,5047 -5,4576/ -46,353 
0 0 1 1 
-1,9673/ 21 f 4,2440/ - 2 f 9,8347 -2,0145 
1-2,2794/-1 = -2,8465/-4 = -6,9522/-2 = 01 0 
2,1417/ 6 j I 3,4151 _[ ~1,3S221 4 -899,36 = t)2 
1 2,1978/ 4 =l-I,6463 -5,5191/ 2 = 01 0 
l o 0 J- 1 
199.02 
Abb.5. Gleichgewicht der Kräfte [kg] und ~romente [cmkg] zu Beispiel J 
Für die Rechnung mit der Tischrechenmaschine empfiehlt es sich nach [4], 
das Schema nicht mit den wirklichen Längen und Kräften durchzuführen, 
sondern statt dessen Vergleichsgrößen so einzuführen, daß alle auftretenden 
Zahlenwerte in der gleichen Größenordnung liegen. 
4. Der homogene Fall 
Das homogene Problem des reinen Knickens liegt im Gegensatz zur bisher 
behandelten Knickbiegung dann vor, wenn die senkrechte Belastung des 
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Balkens fehlt. Da alle Größen der Lastspalte null sind, führt die Be:-;timmung 
der beiden Freiwerte A und B auf ein homogenes Gleichung~sYHtem 2. Ord-
nung. Notwendige Bedingung für nichttriviale Lösungen, d. h. für ein Aus-
biegen des Balkens, ist das Verschwinden der zweireihigen Determinante des 
Gleichungssystems. Für einen gegebenen Balken und eine gegebene Horizontal-
belastung wird diese Bedingung im allgemeinen nicht erfüllt sein; man verän-
dert dann entsprechend der Aufgabenstellung eine oder mehrere Horizontal-
kräfte oder Kenngrößen des Balkens mit einem variablen Faktor und trägt als 
Restgröße den zugehörigen Wert der Determinante auf. Aus dem N ulld urchgang 
der Restgrößenkurve erhält man dann die kritischen Knickwerte, wobei in der 
Praxis meistens nur der niedrigste Eigenwert interessieren wird. Die zu einem 
Eigenwert gehörige Knicklinie ist anschließend leicht zu bestimmen: einer der 
beiden Freiwerte wird gleich eins gesetzt und der andere aus dem Gleichungs-
system berechnet. Mit dem nun bekannten Anfangsvektor kann dann nach (3.1) 
an allen Feldgrenzen der Zustandsvektor ermittelt werden. 
5. Die Berechnung mit dem digitalen Rechenautomaten ZUSE Z 22 
Nach dem beschriebenen Verfahren wurde ein Programm für die Z22 auf-
gestellt. Dieses Programm gestattet die Berechnung aller Durchlauf träger ohne 
Zwischenbedingungen sowie solcher Durchlauf träger, die an allen Feldgrenzen 
durch feste Auflager (Wi = const (= 0)) gestützt werden. Träger mit allge-
meinen, gemischten Zwischenbedingungen (z. B. Gerbergelenken, Momenten-
stützen) bieten grundsätzlich keine Schwierigkeiten, fordern aber umfang-
reichere Programme und sind deshalb vorerst noch nicht programmiert worden. 
Die Felderzahl wurde auf 49 beschränkt; jedes Feld kann belastet werden durch 
vertikale Einzelkräfte K, konstante Streckenlasten q und Einzelmomente M, 
sowie durch die Horizontalkraft H i , wobei H i ;:; 0 sein kann, also auch der 
Fall starrer Felder (E I = (0) und die gewöhnlich: Biegung eingeschlossen sind. 
Die Eigenwerte (Knicklasten) bis zu beliebig hoher Ordnung berechnen wir 
so: Alle eingeprägten Horizontalkräfte Pi werden mit einem veränderlichen 
Faktor IX multipliziert und der Wert der zugehörigen Determinante für jedes iX 
ermittelt; bei Vorzeichenwechsel wird d:tnn mit Hilfe der regula falsi der 
\Vert IXkrit bis auf eine vorgegebene Maximalabweichung e genau bestimmt. 
Anschließend kann auf Wunsch die zugehörige Biegelinie berechnet werden. 
Bei der Knickbiegung werden die Zustandsgrößen unmittelbar rechts der 
n + 1 Feldgrenzen angegeben, und zwar im ersten Fall Wi, rpi, Mi und Qi und 
im zweiten Fall rpi, Mi, Qi und die (vertikalen) Auflagerkräfte Ai. Zur Kontrolle 
der Rechnung wird der Balken anschließend von rechts nach links durchge-
rechnet, indem man einfach die Daten des spiegelbildlichen Balkens eingibt. 
An den Feldgrenzen müssen dann die Durchbiegungen Wi und die Neigungen rpi 
übereinstimmen, während sich die Biegemomente 11fi und die Querkräfte Qi 
gerade durch die Ausdrücke in (2.13) unterscheiden müssen. Diese Kontrolle 
empfiehlt sich besonders bei Maschinenrechnung, um festzustellen, wie weit 
die unvermeidbaren Aufrundungsfehler im Ergebnis nach vorne gerückt sind. 
Es sollen nun einige Beispiele gezeigt werden, die mit diesem Programm 
berechnet worden sind. 
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Beispiel I 
Gegebene 'Verte (Abb. 6): 
Po = 5000kg 
PI = 0 kg 11 = 300 cm EIl = 2,1 . 108 kgcm2 
P2 = - 5000 kg 12 = 100 cm EI2 = 00 (starr) 
P 3 = - 6000 kg l3 = 100 cm EIa = 2,1· 108 kgcm2 
P4 = 6000 kg 14 = 200 cm EI4 = 4,2 . 108 kgcm2 
lookg 
Abb.6. Beispiel I 
Cl = 50 kgjcm 
C2 = 200 kg/cm 
Ca = 105 cmkg 
lookg 
Damit wurden die Zustandsgrößen rechts der Feldgrenzen berechnet zu: 
i I w [ern] cp [Bog] ~W [cmkg] Q [kg] 
o I 0 -0,0184082066 0 -142,58-12-19 1 2,52678416 0,00846443804 -22796,8857 - 34,5602341 
2 1,68034035 0,00846443804 - 1252,90912 87.0-195044 
3/ 0,873152294 0,00698845417 6753,19589 45,1187792 
4 -0,000000045 0,00000000042 28924,1828 187,049504 
Linke Auflagerkraft: Q-l = -50,5432168 kg 
Dazu die entsprechenden Werte des spiegelbildlichen Balkens: 
i I w [ern] cp [Bog] M [cmkg] Q [kg] 
0 0 0 28924,1835 -187,0-19505 
1 0,873152294 -0,00698845412 7452,04159 -87,0495044 
2 1,68034035 -0,00846443810 -1252,90884 -465.439767 
!I 2,52678417 -0,00846443810 -22796,8855 -91,7789744 0,000000037 0,0184082063 0 50,."i-132163 
89 
Man erkennt, daß die Durchbiegungen und Balkenneigungen in bei den 
Fällen bis auf Abweichungen in der letzten Stelle gleich sind und daß sich die 
entsprechenden Biegemomente und Querkräfte gerade durch die Sprung-
größen (3.13) unterscheiden. Mit den bekannten Zustandsgrößen an den Feld-
grenzen kann man sich jetzt leicht den unge~ähren. Verlauf. im ~nnern der 
Felder überlegen (Abb. 8 und 9), wenn man mcht dIe Maschme eme genaue 
Rechnung nach (2.9) durchführen lassen will. 
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Abb.7 
Gleichgewicht der Kräfte 
[kg] und Momente [cmkg] 
zu Beispiel I 
Abb.8 
l\Iomentenverlauf 
zu Beispiel I 
.\b1>.9 
5000 
50,54 
20000 
10000 
-10000 
-20000 
400 
300 
200 
100 
Qunkraftverlauf -100 
zu Beispiel I 
M 
[cmkg] 
Q [kgl 
Fritz Borgwardt 
10000 
126,34 
100 
336,01 
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Beispiel Il (Test beispiel) 
Gegebene Werte (Abb. 10): 
L = 400 cm; EI = 1,6· 108 kgcm2 ; P = 1000 kg; q = 5 kgjcm 
91 
Um die Fehlerfortpflanzung des Rechenverfahrens bei großen Felderzahlen 
zu untersuchen, wurde dieser an sich einfeldrige Balken in 40 gleich lange 
Felder unterteilt und von der Maschine als 40feldriger Balken berechnet 
(Rechenzeit: 20 Minuten). Die Werte für die Durchbiegung sind in Tabelle 2 
p I I I I I I I 1'1 p 
------ L ------
Abb. 10. Beispiel II 
zusammengestellt. Man sieht, daß die Biegelinie bis auf Abweichungen in der 
6. Stelle nach dem Komma symmetrisch ist, was schon als Kontrolle für die 
Genauigkeit ausreichen würde. Zur weiteren Kontrolle wurde der Balken 
einfeldrig mit einer Tischrechenmaschine berechnet. Es wurden die Durch-
biegungen an den einzelnen Zwischenstellen nach (2.9) ermittelt, wobei sich 
ebenfalls eine erstaunlich gute Übereinstimmung der Ergebnisse zeigt. (Tab. 2). 
Tabelle 2: Durchbiegungen in [ern] zu Beispiel II 
Z22 Genaue \\' erte 
( 40feldrig) (einfeldrig) 
0 0 40 -0,000000660 0 
1 0,924924849 39 0,924923955 0,924924787 
2 1,84320424 38 1,84320315 1,84320379 
3 2,74848332 37 2,74848208 2.74848273 
4 3,63472787 36 3,63472651 3.63472738 
5 4,49622802 35 4,496226.'58 4.49622740 
6 5,32760189 34 5,32760039 ;),32760136 
7 6,12379885 33 6,12379734 6,12379843 
8 6,88010281 32 6,88010129 6,88010209 
9 7,59213502 31 7,59213357 7,.59213446 
10 8,25585694 30 8,25585554 8.2558.')647 
1I 8,867572iI 29 8,86757140 8.867;)722;) 
12 9,42393140 28 9,42393018 9.4239308;) 
13 9,92192923 27 9,92192812 9.92192878 
14 10,3589112 26 10,3589103 10.3.')89 II 1 
15 10,7325733 25 10,7325725 10.732;)733 
16 11,0409632 24 1l,0409626 11.0409631 
17 1l,2824821 23 ll,2824816 11.2824819 
18 11,4558852 22 
I 
11,4-558848 11.4.');)88.52 
19 I 1l,5602830 21 11,5602828 IIJ,602831 20 11,5951416 1),;39,,1418 
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Beispiel 1I 1 
Gesucht ist die Knicksicherheit des sechsfeldrigen Balkens Bach Abb. 11 
mit den Abmessungen: 
-11-
1 
Abb. 11. Beispiel II [ 
Po =~ 134 t 
11 = 43,4 . 103 cm~ Cl = 15,12 tjcm PI = 128 t 
12 = 43,4 . 103 cm4 C2 = 10,3 tjcm P 2 = 12!) t 
13 = 65,1,103 cm4 C3 = 7,55 tjcm Pa = 121 t 
14 = 92,8 . 103 cm4 C4 = 5,78 tjcm P4 = 141 t 
15 = 92,8· 103 cm4 C5 = 17,2 tjcm P5 = 288 t 
16 = 112,2' 103 cm4 P 6 = -\)41 t 
L = 36 m; li = 600 cm; E = 2,15' lOs kgjcm2 
Es handelt sich bei diesem Balken um den Binderuntergurt der Flugsteig· 
halle Tempelhof, der 1938 von A. Schleußner [11] nach einem Näherung.s-
verfahren berechnet wurde und später von W. Schnell [12] als Beispiel für sel~ 
Verfahren benutzt worden ist. Der kleinste Faktor iXkrit, mit dem die HOf!-
zontalkräfte Pi vergrößert werden müssen, damit der Balken ausknickt, 
wurde mit dem vorliegenden Programm (Rechenzeit : 20 Minuten) berechnet zu: 
iXkrit = 5,85752 
Die Verglei chswerte der anderen Verfahren sind: 
Schleußner: <Xkrit = 6,03 (Näherung) 
Schnell: <Xkrit = 5,855 (exakt) 
w (ern] 
für Q-l~ 1 (tl 
3 
2 
-1 
-2 
-3 
-4 
-5 
-~"'--, 
" \ / 
\ I 
\ / 
o Eigene Rechnung '\ / 
---Schnell, [12], S.280 " / 
'- ./ 
o 
Abb. 12. Durchbiegungen zu Beispiel III 
/-" 
I \ 
1 \ 
/ \ 
Die zu diesem Eigenwert gehörenden Durchbiegungen sind in Abb. 12 
eingetragen. 
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Für den Fall starrer Zwischenstützen (Ci = 00) wird: 
iXkrit = 8,09948 
Dazu die Vergleichswerte : 
Schleußner: iXkrit = 8,05 
Schnell: iXkrit = 8,10 
93 
Obwohl das Verfahren von Schnell anders aufgebaut ist und ganz andere 
Matrizen benutzt als die vorliegende Arbeit, stimmen die berechneten 'Verte 
in beiden Fällen sehr gut überein. 
Beispiel IV 
Gegebene Werte: L=400cm; li=lOOcm; EI=2'lOS kgcm2 ; P=1250kg. 
p 
4---11 ~ 
-----------L-------------
Abb. 13. Beispiel IV 
Der niedrigste Eigenwert dieses Balkens mit festen Z"ischenstützen (Abb. 13) 
ist bekanntlich gleich dem vierten Eigenwert des gleichen Balkens ohne 
Zwischenstützen. Der Ausdruck für die Knickkraft lautet hierfür: 
EI 
P k = (471)2. L2 = 20000712 [kg] 
Da die Horizontalkraft P = 1250 kg ist, hat der gesuchte Faktor den Wert: 
iXkrit = 16712 = 157,9136704 
Die Rechnung der Maschine ergab: 
iXkrit = 157,913670 
Die Biegelinie wurde ermittelt zu: 
i I Cf! [Bog] M [cmkg] 
o 1,00000000 
1 -0,999999938 
2 0,999999736 
3 -0,999999409 
4 0,999998943 
o 
-0,642952503 
1,28590492 
-1,92885716 
2,57180915 
Die genauen Werte sind dagegen: 
~I Cf! [Bog] M [cmkg] 
Q [kg] 
197392,095 
-197392,070 
197392,017 
-197391,939 
0,005 
Q [kg] 
A [kg] 
-0,00634766 
0.02587890 
-0,05224609 
0.07812500 
-0,04638672 
A [kg] 
0 1 0 20000n2 = 197392,088 0 
1 
-1 0 -197392,088 0 
2 1 0 197392,088 0 
3 
-1 0 -197392,088 0 
4 1 0 0 0 
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Die berechneten Werte der Balkenneigung und Querkraft stimmen gut mit 
den genauen Werten überein; dasselbe trifft auch für die Auflagerkräfte und 
das Biegemoment zu, denn die von der Maschine bereehneten \Verte sind tat· 
sächlich sehr klein im Vergleich zur Querkraft bzw. zum maximalen Biege. 
moment, das hier einer Überschlagrechnung zufolge in der Größenordnung 
von 106 cmkg liegt. 
6. Zusammenfassung 
Mit Hilfe einfach gebauter Rechteckmatrizen lassen sich auf Knicken oder 
Knickbiegung beanspruchte Durchlauf träger mit konstanten Kenngrößen 
exakt berechnen. Einige auf der elektronischen Ziffernmaschine Z22 gerechneten 
Beispiele demonstrieren Güte und Genauigkeit des Verfahrens. Fertige Rechen· 
programme stehen im Rechenzentrum der Technischen Hochschule zur Zeit 
für folgende Probleme zur Verfügung: 
a) Durchlauf träger, elastisch senk. und drehbar gestützt (Abb. 6, 11), aber 
ohne Gerbergelenke und starre Zwischenstützen. 
b) Durchlauf träger auf lauter starren Stützen (Abb. 13), mit Drehfedern, aber 
ohne Gerbergelenke. 
In einer späteren Arbeit soll das Verfahren auf Knieken und Knickbiegung 
von Rahmentragwerken erweitert werden. 
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